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1. THE REJECT INFERENCE PROBLEM
 f�5����	��f*(0��
7����X
�	fdf	97#�1�
�(,i	#
�	9��79	M��0�0��
��79�����
�)�=L ����	_����02	97#�8��,

����	8���4�!�6�������b�
�N���_:2	8�
	��4
���	��¹p\7������
	��«����	Z�)�(��79�)��	4v"7����������

:2	X��:���	#
�A)	��[�
�Z���)��	X��,'����	S������0���	#�9L)7����
��	9�Z����	 
�	fd�	#7#���9< a@��	9��	


�	fdf	97#���$�4
�	S�����'���
�+*T�����=
!���'�(�)���+*T��
!�9%&�b,.
��)�C����	$��
!���
�������&��	#��L

:��(�I��
�	1
�	#�3�4��	��5�
�5���)��	8%@��*«���_����	8������79����	)<�a@��	#
�	#,.��
�	)L$�+,

�1������	#���
���
	��4
���	���,3
��)�º�)���
*_����	Z�����!�8%&�+���-�):���	#
�A)��:��
	I�)�(��G

79����	9�Fpi����	M��7#79	90����!v�L ����	_������	#�@%&���
�&�'��AB	_:2	9	9�Q��
!������	��¹�)�

������0��
	9�"%&�+���-:��3����	��F��	9�
	97#���
���;pj������0�02����	��M���1
!���������º��	#��	#7#G

���
�)�'v�L�������79	6����	_��797#	90����[79�)�������
���(��	��F��P)	#%@	��Q������0��
	6��,&����	

�)	#��	#
!���@02�)0����������
�)�=<«a@��	�
�	fdf	97#�[�
��,i	�
�	9��79	_0�
���:��
	9�»�
�Z���-�
�(G

79�
�'�(	N����	"
�	fd�	#7#��	��F�����!�[�
�_����	N�
	��4
����
���80�
��D79	9���V���8�4A)�)���6�����
�

������0��
	T��	9�
	97#���
�)�F:������9<

¼

��	O79�)�������g�
�����!����79	Q��,�
�	fd�	97��5�
�(,i	#
�	9��79	;��
��
��	9�H�
�g����	

0�
���:��
	9�»��,&�
�)���¹��0�0��
�
7������
���¹��0�0(
��4A)���j<Mk½��	#�O02	9��0��
	_��0�0��+*

,i��
��V�
�B���=L�����	9�+
$��0�0��
�
7��4�������[�
�^	9�+����	#
c��7979	#0���	��T��
�
�	fd�	97���	��=L���	�G

02	9�����
���Z�)�6����	���	#�'��	�
�¾ �V����	9���&���X���8����%½�
��P)	9�+*_����	N��0�0����
7����D�

�
�8���-
�	90'�9*m����	6���)���=<¹a@��	9�Q����	M02	9��0��
	6%&���)��	���0�0��
�
7������
�)���

%@	�
�	N��7979	90(��	���	9�+����	#
X	9AB	9�D���'���
�
*[
�	90'�9*[����	"���)���6��
@��	#,i�����
�@�)�

����	T�
�)���Qpi����	T������79����	4v�<XkO	b%@�������F�
��P)	I���8����	Z�1�6������	9�6����G

�
7�����������	9�V���m0(
�	����
7#�6����%¿�
�
PB	9�+*l�O02	#
������E�
�6���5
�	90'�9*¹����	

�
�B���^L=����%@	879���«:2	#����	#
b��	979���(	Z%&���)�À���6
�	ed�	97#�b��
T��7979	90(��L=:�*

�����
���1�1�����!��:�����	b7�
�	�����	��_:D*_�[z'������7#�3���U���������+�������
�)�=Y����4%X	9AB	#


����7!�¹���4�!��:�����	9�1�����+*Q���4A)	6
�	#0'�9*�Á���	�,\�����+�1:2	9���4A��
��
[
�	979��
!��	��

,i��
I����	102	9��0��
	1%&������	6��0�0��
�
7������
�)���Z%X	#
�	6��7#79	90���	9�=Lc���
��79	1����	


�	fdf	97#��	��m02	9��0��
	6��	9A)	#
Z�'�)�O�F7�������7#	6���M
�	90'�9*m��
1�(	#,\�����+�[�)�

����	I�
�B���^<"a@��	[��7979	90(���N79�
	��4
��+*-79�)�������+������	Z�1:�������	9�«������0��
	I��,

���
�'����	N��0�0��
�
7��������9L(���I
�	fd�	#7#�V�
��,.	#
�	9��7#	N��������������	9�
06���X��	9A)	9�
�)0

��������:�������	9�M������	#�j<

t���������	#
Z79�)�������m	#K�����0���	��
�I���'�4�8��,���	9���
7�������
�	��4����	9�D��<

km	Z%@�������H�
�
PB	Z�����(	9AB	9�
�)0H�6�6������	9�6�����
7����$������	9��,.��
Z�60'�4
�G

���
79�����4
8��
�	��4����	9�D�Z�������[0�
�	��(�
7#���Z����	6	#K���	9�D�Z���-%&����7!�Q�+�[%&�
�
�

��	#��01����	V0'�4����	#����LB��	������(
�	��802	#
�����0�� :D*[����	&	#K(02	97#��	��8�
�+,i	�������	

�
��7#
�	9����	)<�a���7#
�	9����	Z����7!�«�1������	9�\L�%X	Z%X�)���3�F����	Z�_�����!��:'����	

��	#��7#
��
:��
���F�6���D*«0'�����
	9�D���Z�����H����	9�+
Z
�	#��02�)����	#�Z���_����	1��
�	��4��G

��	9�D��<`t��D*m
�	����
�������
7H���4�!��:�����	)LV����%@	9AB	�
�LX%&�
�
��:2	M:�������	��`:�*

������0��
	T��	9�
	97#���
�)�=LU������79	T�+�N�����+*M79�)�D�!���
����0������
	9�D���"%&���)�º���D7�G

����
��I
�	979������	9�'�(	��-,i��
[����	1��
�	��4����	9�D��Y$79	#
��!���
���+*O%&��	#����	#
Z��


�����M�O���D7�����
_
�	979�)����	#�'���8���)��	9����	�,.��
M�O0'�4
����
79������
_��
�	��4��G



��	#���"�
��
�	#�3�4��	��F���6����%°�[��7!�M���'�4����
�	9������	9�D������	#K(02	97#��	������

:2	#��	#z��"����	I0'�����
	9�D��<Xu�	fdf	97#���
��,i	�
�	9��79	Z�����������F:2	T����	9������7#
�	#G

�4��	1���-����:�������	9�«�����(	9�c��,S����%g%@	#���$	9��7!�50������
	9�D�N�
�b�
�
PB	9�+*F���


�	#��02�)�'�_���8����	N��
�	9������	9�D��<

Â

��Gr7������
	��M��7#���
AB	N��	9��
����
���1�
�@����	N���+���������
�)��%&��	#
�	T�Z��	9��
����
���

���)	9�D��7!���D����	9�c%&���
7!�Z��
!�������
���N	�K�����0��
	9�c�����)���3�I:2	X����:2	9�
	��=L��
��G

����	9�)�I��,(�����
�����@
!�������)���+*N������0��
	��N��
!���
���
���"��	#�@} Ã�Žr<$a *(0��
7������+*

����	1���)	9�D�I�
�T�)�
AB	9�O�M��	#�I��,@��������:2	9�
	��H	#K�����0���	#�T�����«
�	902	9����G

	9���+*m
�	�ÄD��	#�����[����:2	#���1,.��
[����	_��	9�8:2	#
��I��,"�����
�8��	#�[,i��
8%&���
7��

����:2	9�
����
�	_�
��P)	9�+*O���«:2	6���)���[���(,i��
��6�����
AB	)<

Â

����0��
	6��	9�
	97#���
���

:������M��
��
��	9���
�E����	-79�)�D��	#K��_��,Z��7#���
AB	«��	9��
����
���;�
�l�e%@�m%@��*(�9<

�������I�):�A��
�)�����+*DL^����
!���
���
���_��	#�T7!������	9�HA(���_��7#���
AB	[�
	���
����������
�

�����X�b
!���'�(�)�‡������0��
	&,3
��)�‹����	@%&�����
	N02�)0����������
���^< ]^	#���S��:(A��+G

�������+*DL(������0���	���	9�
	97#���
�)�M:������V�
�&�������1���_��������	N%&��	#�M��	�������
��
���

����	I02	#
�,i��
��6����7#	Mp\	)< �(<"����	Z��7979�(
!��7#*�v&��,S��79���������+z'	#
T��7�ÄD���+
�	��

A����-��7�����A)	���	9��
����
����<F r,V�):(�!���
���
���-�3��:2	9�
�Z,.��
[	#K�����0���	#�Z�
�Z	#K�G

02	#�����
AB	)L'����	9��%X	Z%&�
�
�c�����N����AB	T����	T�
��K(��
�*M��, ���4A��
���6������
���	


!���'�(�)���+*«7����)��	9�5	9A����
�'�4�������O��	#�I��,V	#K�����0��
	9�N%&�+���5%&����7!�5���

��	9������
�	N02	#
�,i��
��6����7#	)<�km	�%&�
�
����	9	��6���8�):(�!���
�F������	9����%y���(G

:�������	���02	�
�,i��
��6����79	T	#�������6�4��	9�V,.
����º:�������	���	#A)�����������
�)����	#���9<

u"	fdf	97#�����(,i	#
�	#��79	Z0�
���:��
	9���"7����-���4A)	Z:��
�'��
�*��)�(��79�)��	TA���
��+G

��:��
	9�9L ���Z�
�O����	1�
�B���¹��0�0��
��79�����
�)�Q	#K�����0��
	)L^��
Z:2	1
�	9��
�	#���������

0(
��):���	#���9LV�����
�;����	���	9���
7����&	#K�����0��
	)<;u�	ed�	97#���
���2Á���	#��	#7#���
�)�

�
�b�����'�����+*-:��
�'��
�*DL�:��(�N�
�«���)��	[��0�0��
�
7������
�)���b�+�b7����«:2	Z�[���+���+G

A����
��	��=< J���
V	#K�����0��
	)LD%@	�7����M������	9��%&��	#����	�
V��
&�����@���Z�6��PB	

�_0'�4
�����7#������
I�
��AB	9������	9�D�8pj�_:�������
�*«��	9�
	97��������m7!���)�
79	�v�L���
T����%

�[��7!�M������	#*����8����AB	#���Ipj�8�8���
���+GrA����
��	��67!���)�
79	�v�<

2. BAYESIAN NETWORKS
t"�F�
��02��
��!������0'�4
��N��,$
�	fd�	#7#�b�
��,.	#
�	9��79	[�
�
	9�����F����	Z����������0(G

���
�����T��:2�)���b����%g����	8��	9�
	97#���
���5��	97!�'�����
���¿���'�F����	[������79����	

��	#7��������
���Å��
�	6
�	9������	��U<Qn@�9*D	#���3���`��	#�f%X��
�P��80(
��4A(���(	M�-������G

�(
!���N���D���N,i��
�
�	90(
�	9��	9�D���
���Q02��������:��
	H
�	9���4��������������0��9Lb:2�����E:2	#G

79������	S����	#*T����AB	S�
�D�����+���
AB	 7������������
�D��	#
�0�
�	#�!�4���
�)���9L)�����T:2	97�������	

����	#*�
�	#0�
�	9��	9�D��P�����%&�
	�����	8��:2�)��������	9�+
�A)�4
�����:��
	9�N���«��0(
�	979�
��	

%@�9*DL2�
�«����	T,i��
��º��,S79���'���+���
�)�����c�
����	902	9����	9��79	T
�	9�������
�)�������
0��9<

nX��*B	9�������¹��	#�e%@��
�P(�[7����������8	9��79����	6���'�4�[����	6�)����7#�)��	��
�8��:�G

��	�
�A)��:��
	&�)���+*Z%&��	9�1�N������0���	V������:2	9	9�8��	9�
	97#��	��ULD:��(�$����	#*[7����

	#��79���(	[����	Z79���'���+���
�)�������
�'�(	902	9�'�(	9��7#	I
�	#�3�4���
�)�������
0��T:2	#�e%@	9	9�

��	#��	#7#���
�)�«�������)�(��79�)��	�<

t‹n@�9*D	9�������O��	��f%@��
�P-�
�T�M��
!��0����
7����$%V�9*-���_
�	90�
�	9��	#���N����%

�"d��)�
�D�N���
����
��
:������
������,$
!���'�(�)�ÆA���
�����:���	#�"79���F:2	b,i��7#����
�	��=<  f�

��	9��	�
!���&���D*Md��)�
�D��0(
��):'��:��
�
�+�f*¹�(������
��
:������
�)�Q�6�9*m:2	6,\��7#����
�	9�

�
������	N,i���
����%&�
����%@��*U•

Ç

p\È2É#Ê�È�Ë�Ê�È�Ì�Ê9Í
Í�Í
Ê�È(Î'v

Ï

Ç

p\È
É

v

Ç

p\È
Ë�Ð

È
É

v

Ç

p\È
ÌBÐ

È
É

Ê�È
Ë

v�Í
Í
Í

Ç

p\È
Î^Ð

È
É

Ê�È
Ë

Ê�È
Ì

Ê�Í
Í
Í
Ê�È
Î�Ñ�É

v�Í

a^�O
�	90�
�	#��	9�D�6����7!�E�m�(������
��
:������
�)�E�4AB	�
6:��
�'�4
�*`A���
�����:��
	9��
�	#G

ÄD���

�	#�1•

ÎMÒ½Ó

0'�4
!����	#��	#
��9Y ���4%X	9AB	#
�L$n@�9*D	9�������¹��	��f%@��
�P��Z	#��G

7#����	V�
��,.��
��6�����
���6��:2�)�(�$%&���
7!�1A)�4
�����:��
	9� �4
�	"7#�)�'�(�+�������'�����+*[�
��G

�(	902	9����	9�D��L��
	��)�(�
���«���5�-���
��0��
	#
[,\��7#����
��
���H��,"����	Id����
���1���
��G

��
��
:������
�)�=L����'�F����	�
�	#,i��
�	8���
��0��
	#
N�6������	#�6�����
7�����������	9�
�9<IJ���


	�K�����0��
	)L(79����������	#
"����	�,i�)�
�
��%&�
���_n@�9*D	9�������-��	#�f%X��
�P2•

Ô

Õ

È

a@���
�@��	#�f%X��
�P[	9��79���(	9�X����	&,i��7#�X���'���

Õ

��	902	#�'���S�)���
*8�)�6È����'�

Ô

�(	902	9�'�(�@�)���+*M���

Õ

<S e�M������	#
V%X��
!�(�9L'È_�����

Ô

�4
�	T79�)�����+���
�)�(G

���
�+*F�
����	902	9����	9�D�V���
AB	9�

Õ

<Xa@��	T�)	9��	#
!���=,\��7#����
��
���6��,c����	@df�)�
�D�

���
����
��
:��(���
�)�17����8���4%;:2	@���
��0����+z�	��[:2	979������	

Ç

p

Ô

Ð È2Ê

Õ

v

Ï

Ç

p

Ô

Ð Õ

v�•

Ç

p\È2Ê

Õ

Ê

Ô

v

Ï

Ç

p\È�v

Ç

p

Õ Ð È�v

Ç

p

Ô

Ð È2Ê

Õ

v

Ï

Ç

p\È�v

Ç

p

Õ Ð È�v

Ç

p

Ô

Ð Õ

v�Í

 f�[����	&7�����	V�������SÈUL

Õ

L����'�

Ô

�4
�	�:��
�'��
�*DL�
�	90�
�	#��	9�D�������b����	cdf�)�
�D�

���
����
��
:��(���
�)�M,i��7#����
�	��M�
�_�����
�@,i��
��?7����M:2	T��7#79�)��0����
����	��6%&�+���

z'A)	@0'�4
!����	#��	#
��$�
������	��)�Z��,2��	9A)	9�^<�a@���
��
�	9����7��������8�
�[����	@�����1G

:2	#
���,S������	9�^0'�4
!����	#��	#
��"�
�N02��������:��
	[%&��	#��	9AB	�
�����	Z���+���������
�)�

�
�N�(	9��7#
��
:2	��F:D*���n@�9*D	9�������-��	#�f%X��
�PM%&���)��	I��PB	9�
	#�����Qp\�\< 	�<'����	

��
!��0��«%&�+���5����	Z	��(�)	��(�

�	#7#���
�)����
�	9���4AB	��'v&�
�T�����T�_79����0��
	#��	

��
!��0��=<&a@��	T,i���
����%&�
����n@�9*D	9�������«��	#�f%X��
�P_�'���N�1��PB	9�
	#�����F���'���

�
�"�879�)��0��
	#��	T��
!��0��^•

Ô

Õ

È

a@��	Md��)�
�D�5���
����
��
:��(�������Ö,i��7#����
������½�
��0��
�
	��C:D*y�����
�-��
!��0��Ö�
�

Ç

p\È2Ê

Õ

Ê

Ô

v

Ï

Ç

p\È�v

Ç

p

Õ
Ð

È�v

Ç

p

Ô

Ð
È2Ê

Õ

v�Y(����%X	9AB	#
V�������@,i��7#����
��
���1�
�V��
���	

��,����D*6�(�
����
���:������
�)�_�4AB	#
S����
�	9	"A)�4
�����:��
	9�9L�%&�+���������V�
�����V��,^�)	9�(G

	#
!�����+�e*D<Ea@��������	9��	�
!���
�+�f*;7����;79����×'�
7#�8%&�
���`�
�������+���������6��:2�)���

n@�9*D	9�������Q��	#�e%@��
�P��9<MnX	979������	6����	8	�����	9�[���O����	8��	#�e%@��
�P5��
�	

���+
�	97���	��1�N0���
����
79�����4
 %@�9*[%X	V�������D��	#K(02	97#�$����	X��	#�e%@��
�PI���b:2	

��:��
	X���N�����(	9���)���+*Z0'�4
����
79������
 �(�
����
���:������
�)���Vp\�\< 	�<B�(������
��
:������
�)���

��
��
���
���5,.
��)�R79�+
�79�������!����79	9�[%&�
���¹����	M������	M7����������V
�	9�������
�)�(G

�����
0��T���b����	8��	��f%@��
�P-�
��0��
�
	9�!v�LU%&��	#
�	����b����	Z,\��7�����
��
���F������%&�

���'�4�@�����
�@��	#�f%X��
�P��
�@79����0��
	#��	9�+*6��	9��	#
!���\L(,.��
"�����=�(������
��
:������
�)���

�4AB	#
&����
�	#	bA)�4
�����:��
	9�Z}

Ó�Ø

Žr<

n@�9*D	9�������l��	��f%@��
�P��6��
�	F���D���;���D�)�
��,i��
_��
��B�����
o9�
���O��	#������,

79���'���+���
�)�����T�
�'�(	902	9����	9��79	-
�	9�������
�)�������
0��F:2	#7�������	5��������	5��	����

79��
�
�	9��02�)���M���80(
��)02	#
����
	9�&��,c��
!��0����V�4AB	#
V%&���
7��_����	Xdf�)�
�D�N�(�
��G

��
��
:��(�������m,\��7#����
��9<maX%@�«A)�4
�����:��
	9�9LSÙÆ���'�QÚ�L����;�-0�
���:'��:��
�+G

�+�f*_�(������
��
:������
�)����
�	b79���'�(�
���
���'���
�+*_�
�'��	#02	9�'�(	9�D�@�)�
AB	#���Z��	#�&��,

������	#
VA���
�����:��
	9�9L(ÛOL��+,��
��,.��
��6�4�������M79���������S×'��%½:2	#�e%@	9	9�6����	#�



79��
�
�	9��02�)�����
���5AB	#
����
79	9�[���¹����	Mn@�9*D	9�������l��	��f%@��
�PQ��	#��7#
��
:��
���

���'�4�1�(�
����
���:������
�)�=<5J���
[�
��,i��
��6�����
�)�Q���F×��4%Ü:2	#�f%X	9	9�¹ÙÆ���'�

Ú�L^����	#
�	8�[�����b:2	1���CÝ���7�����A)	�0'������ÞM:2	��f%@	#	9�5����	9�F<[sX�
	���
��+*

����	�
�	N�8�����X:2	N�Z��	�
���	#�V��,^	�����	9�bpj�I0'�����'v 79������	97#���
���I����	"�f%@�(L

:��(�&,i��
"����	T0����������8:2	I��7#���
AB	)L�	9AB	#
�*M0'���+
N��,$�f%@�879�)����	979�����
AB	

	��(�)	9�&�)�M���'���&0������F�[�����@,.�)�
�
��%°�)��	T��,c���(
�	9	T0'�4����	#
����T}

Ó�Ó

Žj•

Í
Í
Í

Ò'ßRà°Ò'ß

Í
Í
Í¿%&��	#
�	

à

���&�����&�
�FÛ

Í
Í
Í�á

ÒEà°Ò'ß

Í
Í
Í¿%&��	#
�	

à

���&�����&�
�FÛ

Í
Í
Í

Ò'ßRà

á

Ò

Í
Í
Í¿%&��	#
�	

à

��
��1��	#��79	9�'�����D�&��,

à

•.±

�
�FÛO<

 f�¹����	#��	F0'�4����	#
����

à

�
������	FA)	#
���	#K¹:2	#�e%@	9	9�;����	_�f%@�O	�����	9�9<

 e,"����	�
�	��
�1���5��7�����A)	�0'�4���`:2	��f%@	#	9�lÙÀ���'�;Ú6L ����	9�Q%X	F���9*

ÛâÝf�(Gr��	90'�4
!����	9��Þ¹Ùº�����lÚãpi%V
��+����	9�½Ùåä»Ú
Ð

Û-v�<ya@��	F�������

7�����	)L@�
�¹%&���
7��Q����	M�f%X�5	9���)	#�102�)�
�D�8���«����	M������	_AB	#
���	#KUL �
�

7������
	��O�MADGr����
���7#���(
�	)Lc���'�«������	#���I����	[�e%@�FAB	�
�����7#	9�b���'�4�I:2�����

02�)�
�D�V���

à

���'��
�	b����	9���)	8p\���6%&���
7!��7�����	N%@	N�'��AB	b�Z����Gr7������
	��

����
!���
��o#	��[ADGr����
���7#���(
�	4v�L479���'���+���
�)���
���N���

à

��
 �"��	9��79	#�'�����D�$��,

à

pj�NAB	#
���	�KZ%&�+�����N���+
�	97#��	��[0'�����Z,.
����

à

vc���
����%&�S���(,i��
��6�����
�)�

���8×��4%y���(
��)�����M����	T0'�����M��	9�)��	#���I}

Ó9Ø

Žj<



3. OUTCOME MODELING
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4. CASESOF CONDITION AL INDEPEN­
DENCE
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4.1 Random selection
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4.2 Selectionconditionally independentof out­
come
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4.3 Selectiondependenton outcome
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4.4 Conditional independencewith selection
that canbe modeled
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4.5 Conditionally independentselectionwith
missingfeatures—selectionthat cannotbe
modeled
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4.6 Outcomeconditionally independentselec­
tion with only missingfeatures—unlearn­
ableselection
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4.7 Selectionthat cannotbe modeled
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5. REJECT INFERENCE ALGORITHMS
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5.3 Learning under cases3 and 4
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5.4 Learning under cases5, 6, 7, and 8
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